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1. Einleitung

Der Einfluss realitidtsbezogener oder anwendungsorientierter Aufgaben auf den
Mathematikunterricht, ist und war immer wieder Gegenstand fachdidaktischer Diskurse.
Bedeutende Personlichkeiten haben immer wieder auf die auf die Notwendigkeit realitats- und
anwendungsorientierter Aufgaben hingewiesen. Stellvertretend dafiir mdochte ich H.
Freudenthal und F. Klein mit ihren Pladoyers nennen.

In einem Gedankenexperiment stellt sich Freudenthal Schiiler(innen) vor, die ein ,,Stiick
Mathematik* erfinden. Thr Verhalten zu beobachten, zu analysieren und daraus Schlisse zu
ziehen, ware flr ihn eine reizvolle und verantwortungsvolle Aufgabe der Fachdidaktik. Dabeli
die Mathematik mit der ,, erlebten Wirklichkeit des Lernenden‘ zu verknupfen ,, ... ist das
Skelett, an das die Mathematik sich festsetzt... “ (Freudenthal, 1973).

Klein stellt auf &hnliche Weise die fachlichen Inhalte in den Mittelpunkt einer lebendigen
Mathematik. Fir einen lebendigen und anschaulichen Unterricht muss immer wieder auf die
Vorstellungen und Erfahrungen der Schuler(innen) zuriickgegriffen werden. So heif3t es
beispielsweise bei Klein (1925, S. 227): ,,Man wird auf der Schule stets zuerst an die lebhafte
konkrete Anschauung ankniipfen missen und erst allméhlich logische Elemente in den
Vordergrund bringen kénnen.*

AuRermathematische Fragestellungen, insbesondere realitatsbezogene Sachverhalte, konnen
durch Modellierungstatigkeiten in den Unterricht Einzug halten (vgl. Siller, 2009; Siller,
2010). Auch die Einbettung innermathematischer Kontexte kann dadurch gelingen (vgl. Siller,
2008). Dadurch werden nicht nur mathematische Kenntnisse und Fertigkeiten bei
Schiler(inne)n erzeugt, sondern v.a. auch interpretierende und wertende Fahigkeiten im
Zusammenspiel mit Mathematik. Schiler(innen) koénnen sich so mit Problemen ihrer
Lebenswelt mathematisch auseinandersetzen. Ziele welche man als Lehrer(in) zu verfolgen
versuchen sollte, sind:

e ErschlieBung der konkreten uns umgebenden Welt,
e ErschlieBung der Mathematik,
e Motivation zu ,,Neuem®.

Somit wird dem Lehrplan (vgl. BMUKK, 2000) gentige getan und wesentliche Bildungsziele,
wie z.B. kritisches Denken, gefordert. Schiler(innen) erlernen somit mathematische
Handlungen und / oder Begriffe miteinander zu verknupfen, mathematisches Wissen in der
Lebenswelt zu nutzen, tUber Zusammenhange und Begriffsbildungen zu reflektieren, sowie
praxisorientiert mit Mathematik im alltdglichen Leben zu arbeiten.

Das Zusammenspiel von Realitdt und Mathematik kann durch den Einbezug
anwendungsorientierter Aufgaben charakterisiert werden. Insbesondere in der Sekundarstufe
Il soll es ein Ziel des Mathematikunterrichts sein, Schiiler(inne)n ein ,,ausgewogenes* Bild



von Mathematik als kulturelles und gesellschaftliches Gesamtphdnomen zu vermitteln (vgl.
Fischer & Malle, 1984). Dazu gehoren und gehorten in der historischen Entwicklung stets
auch Anwendungsbeziige. Das Ziel kann somit nur erreicht werden, wenn Anwendungen auch
in den Mathematikunterricht einbezogen werden. Zumindest exemplarisch muss aufgezeigt
werden, wo bzw. wie Mathematik anwendbar ist. Schuler(innen) werden so eine realistischere
Einschatzung der Rolle von Mathematik erhalten und erhalten wissenschaftstheoretische
Einsichten in das Fach.

Z.B. durch die Thematisierung von Aspekten des Stralenbaus im Unterricht kann genau
dieses ausgewogene Bild erzeugt werden (vgl. Blum, 1985).

2. Einstieg in das Thema

Um Schiler(innen) auf diese Thematik einzustimmen koénnen verschiedene Zugange, z.B.
Videoausschnitte aus tagesaktuellen  (Nachrichten-)Sendungen, Diskussionen  zur
Lebensqualitdt an Hauptverkehrsverbindungen oder Zeitungsartikel (vgl. Herget, 1998)
verwendet werden. Davon ausgehend konnen entweder direkt aus den Informationen
maogliche Projekte gestartet werden oder man erarbeitet aufgrund dieser Informationen eigene
Problemstellungen, welche mehr mathematische Uberlegungen zulassen.

Auf Basis einer realen Zeitungsmeldung (vgl. SN, 22.01.2009) kann die nachfolgende Angabe
erstellt werden, welche sehr offen formuliert ist, nur Eckdaten bereitstellt und Schaler(innen)
in die Rolle eines Verkehrsplaners schlipfen l&sst.

Die Problemstellung kénnte wie folgt lauten:

Die Gemeinden Oberndorf, Lamprechtshausen und Blirmoos planen zur Erhéhung
der Lebensqualitat ihrer Einwohner die Errichtung einer Umfahrungsstral3e. Diese
soll die genannten Gemeinden vom Guter- bzw. Autoverkehr zwischen Salzburg
und Braunau entlasten. Die Umfahrungsstra3e soll auf Wunsch der Gemeinden so
gelegt werden, dass sie fur motorisierte Stralenverkehrsteilnehmer in optimaler
Weise erreicht wird.

Als Vorgaben an diese Umfahrungstrasse existieren folgende einstimmige
Beschlisse: Der Verlauf der existierenden Bundesstrale 156 soll im
Streckenabschnitt ~ Weitworth — verlassen  werden, und muss bis zum
Streckenabschnitt Schwerting wieder erreicht werden.

Zur Umsetzung dieses Projektes wurde von den Gemeinden eine Kommission,
bestehend aus Vertretern aller drei Gemeinden eingesetzt. Die Aufgabe der
Kommission ist die  Ausschreibung und Einholung verschiedener
Projektvorschldge, aus denen die Geeignetsten ausgewahlt und pramiert werden.

Im Rahmen ihrer Arbeit wendet sich die Kommission an verschiedene
Verkehrsplaner, darunter auch an euch. Erarbeitet in Teams (zu je 3 Personen)
eine Moglichkeit fir eine Umfahrungsstralie.




Der Lehrende muss sich neben der Tatigkeit als fachliche Stiitze, vor allem auf die Rolle eines
Kommissionsmitglieds zuruickziehen. In dieser Rolle darf er Entscheidungen treffen und auch
Planungsrichtlinien vorgeben. Die Planungsteams miissen ihre Uberlegungen und
Berechnungen ausfiihrlich dokumentieren, sodass in einer Abschlussprésentation die
jeweiligen Vorteile ausfuhrlich argumentiert werden konnen.

3. Erarbeitung des Themas im Unterricht

Der Arbeitsprozess der Schiler(innen) kann in mehrere Abschnitte eingeteilt werden. Der
Beginn ist durch eine ausfihrliche Datenerhebung gekennzeichnet. Im Laufe dieser Tatigkeit
werden die Schuler(innen) auf immer mehr Details stoflen, wodurch sich ein erster
Modellierungsgedanke herausbilden kann. Lehrer(innen) sollen bereits hier als fachliche
Ansprechpartner zur Verfigung stehen, um allenfalls Schiler(innen) auf nicht lésbare
Modellvorschlage hinzuweisen — falls dies von den Schiler(inne)n gewtinscht wird.

Nachdem genugend Daten gesammelt wurden, kann ein erstes Modell entwickelt und
formuliert werden. Dazu ist es sinnvoll in den Gruppen zunéchst verschiedene Ansétze zu
notieren und diese dann im Klassenverband zu erdrtern und zu diskutieren. AnschlieRend
sollen die vorgeschlagenen Modelle auf Berechenbarkeit Gberprift werden. Durch diesen
Schritt wird deutlich, dass es notwendig ist, einen Kompromiss in der durchfiihrbaren
Variante zu finden. Sobald das verwendbare Modell klar umrissen ist, sollen die
Schiler(innen) den Ansatz durch verbindliche Vorgaben notieren. Danach kann die
notwendige Mathematisierung erfolgen, eine Lésung fur das mathematische Modell erarbeitet
und die erhaltenen Ergebnisse interpretiert und validiert werden — ganz im Sinne des
Modellbildungskreislaufes (vgl. Blum & Lei, 2005). Auch die (notwendige)
Berlcksichtigung technologischer Hilfsmittel im Modellierungskreislauf (vgl. Greefrath,
Siller & Weitendorf, 2010) kann in diesem Prozess umgesetzt werden.

Eine mogliche Lésung des Ausgangsproblems (siehe Problemstellung) wird nachfolgend
dargestellt. Ich mdchte jedoch explizit darauf hinweisen, dass es sich nur um eine unter vielen
Maoglichkeiten handelt. Dem Einsatz technologischer Hilfsmittel wird dabei eine besondere
Rolle zuteil, da ohne solche Hilfsmittel in diesem Fall kaum eine Losung gelingen wurde.

i. Die Datenerhebung

Daten lassen sich nach verschiedensten Gesichts- und Schwerpunkten erheben. Die
Mdoglichkeiten zur Sammlung von Daten reichen dabei von der Sammlung geografischer
Daten bis hin zu jener der demografischen Daten. Alle diese Daten lassen sich (ber die
Statistik Austria und entsprechende Websites beziehen. Sammelt man geografische Daten
wird man im Modell mehr auf die die Lage der zu berlcksichtigenden Orte und der mdglichen
StraBenfuhrung eingehen. Werden zudem demografische Daten in das Modell einbezogen,
koénnen auch Pendlerbewegungen beriicksichtigt werden.

Geographischen Daten lassen sich (ohne Probleme) auf mehrere Arten organisieren. Neben
der Verwendung vorhandener Karten konnen insbesondere (Online-)Routenplaner oder GIS-
Applikationen eingesetzt werden. Jede Anwendung hat andere Vorteile fir den/die
Benutzer(in), insbesondere im Handling und den verfiigbaren Features. Jedenfalls sollte die



Madglichkeit bestehen, die Karte des zu berticksichtigenden Gebiets auszudrucken um darauf
entsprechende Planungstiberlegungen vorzunehmen.

Abbildung 1: Einsatz eines Vermessungsfeatures eines Online-Routenplaners zur
Bestimmung der Entfernung zwischen den Orten

ii. Erste Annahmen

Durch den Prozess der Datenerhebung zeigt sich bereits ein erster Modellierungsansatz. Aus
Grinden der ZweckméRigkeit kann ein Realmodell bereits explizit formuliert werden. So
kann die Erstellung des mathematischen Modells wesentlich erleichtert werden.

Die Orte werden durch ihre Ortskerne reprasentiert. Im Koordinatengitter kénnen sie
somit als Punkte eingetragen werden.

Die raumliche Ausdehnung der Orte (bis zu den Ortsgrenzen) kann durch Kreise mit
entsprechenden Radien dargestellt werden.

Beginn der Umfahrung wird wie gefordert Weitworth sein, das Ende wird sich bei
Schwerting befinden.

Die Streckenfuhrung wird durch einen Streckenzug dargestellt und lasst sich durch
einen (frei wahlbaren) Punkt P modifizieren.

Die Zubringerstralen zu den Orten stehen stets im rechten Winkel auf die
Umfahrungsstrale.

Um Kosten zu sparen soll die Gesamtlange minimal sein.

Diese Annahmen des Realmodells sind fir die hier dargelegte Losung als fix zu betrachten.
Andernfalls wirde ein neues Modell entstehen, welches eine andere Ldsung nach sich ziehen

wirde.

iii. Die Berechnung

Um die minimale Gesamtlange berechnen zu konnen, mussen die vorliegenden
geographischen Daten zunédchst in eine mathematische verwendbare Form gebracht werden.
Der erste Schritt in der Losung ist daher das Ubertragen der Kartendaten in Koordinaten.



Dazu wird ber die Karte ein lokales kartesisches Koordinatensystem gelegt und dafiir dessen
Ursprung sowie der SkalierungsmaRstab vorteilhaft festgelegt. Die Umrechnung der
gemessenen Koordinaten kann einfach mittels einer Tabellenkalkulation erfolgen.

In der vorliegenden (Muster-)Losung wurde eine digitale Landkarte (vgl. Abbildung 1)
verwendet, die Ortskoordinaten konnen aus dem Grafikprogramm entsprechend der
Pixelposition abgelesen werden. Hier lauten sie fir Birmoos (191 | 275), fir
Lamprechtshausen (377 | 205), fir Oberndorf (307 | 617), fur Schwerting (421 | 56) und fur
Weitworth (449 | 724). Zieht man nun die kleinste bzw. die groRte x— bzw. y—Koordinate zur
Berechnung heran, kann der Koordinatenursprung beispielsweise als ,,Zentrum* der aus fiinf
Punkten bestehenden Punktwolke berechnet werden:

_ 1914449 _ 564724

Xo = = = 320 bzw. y, = 2% = 390

AnschlieRend kénnen die alten Koordinaten auf diesen Koordinatenursprung bezogen und auf
die gewinschte GroRe skaliert werden. Dies kann bereits in einer Tabellenkalkulation
erfolgen.

A, 5] B D E F G
1 X ¥ X neu ¥y neu ¥ zweistellig | y zweistellig
2 Birmoos 19 275 -129 115 -13 12
3 |Lamprechtshausen 37 205 &7 185 a] 19
4 Oberndaorf 307 B17 -13 =227 -1 -23
& Schwering 421 Ll 101 334 10 33
B Weitwirth 449 724 129 -334 13 -33

Abbildung 2: Umrechnung der vorhandenen Koordinaten

Nach der Umrechnung der Koordinaten kann eine Simulation wesentlich zur Verbesserung
des Verstandnisses der Situation beitragen. In diesem Fall bietet sich der Einsatz eines
Dynamischen Geometrie Systems an. Zur Erstellung einer solchen Simulation muss von den
Schiler(inne)n zunéchst noch nichts berechnet werden.
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Abbildung 3: Simulation mit einem DGS



Im néchsten Schritt erfolgt eine Berechnung der Losung. Da samtliche StraRen hier durch
Geraden modelliert werden, mussen lediglich die Gleichungen dieser Geraden erstellt werden.
Zudem mussen Schnittpunkten und samtliche Streckenlédngen ermittelt werden. Um die
Gesamtldnge der StraBen zu berechnen verwende ich hier die analytische Form der
Geradengleichung (y = k:x + d). Die Steigung kann durch die Verwendung der

Zweipunktformel (kz%) bestimmt werden, was wiederum zur Berechnung des
2741

Ordinatenabstands fiihrt. Die Geradengleichung durch zwei Punkte kann wie folgt angegeben
werden:

Y2—V1
X2 —Xq

y=y1+&x—xq)

Die dazugehorige Normalgerade kann ebenfalls leicht bestimmt werden:
X2 —Xq

Y2—V¥1

y=y1— x—xq)

Somit kdnnen die notwendigen Gleichungen der jeweiligen Geraden ermittelt werden:

Die Gleichung der Geraden von Weitworth W(13 | —33) zum Punkt P(px | py) lautet
py+33
Px—13

beispielsweise y = —33 + (x — 13)
S(10 | 33) zum Punkt P erfolgen.

. Analog kann dies fur die Gerade von Schwerting

Die Gleichung der Normalgeraden durch Oberndorf O(-1 | —23), Birmoos B(-13 | 12) und
Lamprechtshausen L(6 | 19) kann ebenfalls analog erfolgen.

Fur die Berechnung der Gesamtlange bendtigt man aufRerdem die Langen der Strecken s;
sowie s, von Weitworth zum Punkt P sowie von Schwerting zum Punkt P. Diese kénnen noch
einfach angegeben werden und lauten:

s; = J(13 —p)?+(-33-p,)

5, = \/(10 —p)2+(33-p,)°

Die Berechnung der Lange der Verbindungsstrecken ist nicht mehr so einfach durchzufihren.
Dies kann durch die Verwendung des CAS erfolgen. Man erhélt die folgenden L&ngen:

< _o 25-p,” +70-p,-p, +1660-p, +49-p,* +2324-p, + 27556
° p,’ —26:p, + p,’ +66:p, +1258

. _ 2025 p.2 +2340-p,-p, + 24570-p, +676-p,* +14196-p, + 74529
5 p,’ —26:p, + p,> +66-p, +1258



49-p,* -28-p,-p, —56-p, +4-p,* +16-p, +16
p,” —20-p, + p,* —66-p, +1189

5, =2

Um die Kosten fir den UmfahrungsstraBenbau so gering wie moglich zu halten, soll die
Gesamtlénge, d.h. die Summe aller angegebenen Teillangen, minimal werden. Wie man aber
anhand der einzelnen Teillangen si, Sz, So, Sg bzw. s._ unschwer erkennen kann, handelt es sich
bei dieser Gleichung s ='s; + S, + So + Sg + S um eine Gleichung in den beiden Unbekannten
px und py. Die Behandlung der Ldsung einer solchen Gleichung ist im Lehrplan (vgl.
BMUKK, 2004) nicht vorgesehen, kann aber mittels einer Tabellenkalkulation experimentell
ermittelt werden.
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Abbildung 4

In den grauschattierten Bereichen der Tabellenkalkulation ist keine zulédssige Lésung moglich,
da dort die Bedingungen des Modells verletzt werden. Lediglich in den weilhinterlegten
Feldern ist eine mogliche Losung fur P verborgen. Das Minimum fiir das vorliegende Modell
findet man im Punkt P (-6 | 15). Durch entsprechende Simulation des Modells im DGS kann
dies bestatigt werden.

Selbstverstandlich ist die hier vorliegende Losung kritisch zu hinterfragen, da sie keinerlei
Rucksicht auf irgendwelche Umgebungseinflisse nimmt. Ob die Wahl des Punktes P
tatséchlich so erfolgen kann, muss mittels des verwendeten Kartenmaterials bestimmt werden.
In diesem Fall wére es moglich, obwohl zu hinterfragen ist, ob der Punkt P beispielsweise
nicht trotzdem in einer landschaftlich sensiblen Zone liegen wiirde oder andere Faktoren die
Wahl des Punktes P beeinflussen wirden. Dies ist jedoch nicht Gegenstand der vorliegenden
Aufgabe, daher kann die experimentell gefundene Lésung als geeignet interpretiert werden.
Trotz der (hier) gelungenen Modellierung sollten Schiler(innen) sich auftretende
Schwierigkeiten bewusst machen. Fiir das vorliegende Modell méchte ich einige auflisten:

e P kann nicht an jede Stelle ,,gesetzt werden - als Ursache dafiir kann man die
Einfuhrung der Ortsgrenzen und die Normalitatsbedingung der Ortszufahrten
identifizieren.

e Einsatz des CAS fir die Zielfunktion - diese ist sehr komplex und kann eine Ldsung
kann nur dann erfolgen, wenn man von Anfang an die richtige Definition der
einzelnen Funktionen beachtet wird.



e Arbeit mittels Vektoren ist schwierig — die Eingabe und die Umsetzung ist (Tipp-
)fehleranfallig.

e Zweidimensionale Zielfunktion - der Versuch eine solche mit analytischen Mitteln zu
I0sen scheitert trotz Verwendung schullblicher CAS. Alternativ bleibt nur die Losung
durch eine grafische Methode, welche auf dem Koordinatengitter basiert.

Sensibilisiert man Schiler(innen) in diese Richtung, werden sie in der Reflexionsphase
wesentlich kritischer ihre erstellten Modelle betrachten, allenfalls weitere
Modellverbesserungen vornehmen.

iv. Madgliche Verbesserungen

Wie bereits erkennbar wurde, ist die mathematische Behandlung, dieses einfachen Modells
bereits sehr komplex. Daher diirfte die Suche nach moglichen Modellverbesserungen
Schiler(inne)n Schwierigkeiten bereiten. Wenn man sich im Unterrichtsprozess jedoch darauf
einigt lediglich mogliche Verbesserungen aufzuzeigen, so werden sicherlich rasch Ideen fir
eine Modellverbesserung  seitens  der  Schiler(innen)  préasentiert  werden.
Modellverbesserungen welche sofort - aufgrund der Einfachheit des gewahlten Modells —
gedullert werden koénnen sind die zwei, welche aus geometrischen Griinden Schiler(inne)n
rasch einfallen:

e Die Darstellung der Zufahrtsstralen zu den Orten wird nicht mehr durch
Normalgeraden erfolgen.

e Der Streckenverlauf der UmfahrungsstraBe wird nicht mehr von einem Punkt
bestimmt, sondern von mindestens zwei Punkten.

Neben weiteren geographischen Aspekten (z.B. Bertcksichtigung der Hohe oder von
Landschaftsschutzzonen) konnen auch demografische Einflussfaktoren im Modell
berticksichtigt werden:

e Die zu optimierende Funktion wird um weitere Faktoren, wie z.B. die Anzahl der
Pendler pro Gemeinde erweitert.

Aber auch mathematische Verbesserungen am Modell selbst kdnnen u.U. zu einer besseren
Losung fuhren. Man muss jedoch immer wieder zu bedenken geben, dass die dazu
notwendige Mathematik nicht mehr schulrelevant ist:

e Die Streckenfiihrung wird nicht mehr mit Geraden sondern mit Splines durchgefihrt.

e Das Gelande wird durch ein Gitter mit geografischen Hohendaten angenédhert. Auf
dieses Gitter wird anschlieBend der Shortest Path Tree (vgl. Dijkstra, 1959)
angewendet — d.h. der Gitteralgorithmus verwendet.

Anhand dieser wenigen Punkte wird bereits deutlich, dass es noch eine Vielzahl an
Modellverbesserungen gibt. Diese sind allerdings nicht mehr fir eine Thematisierung in der
Schule geeignet, da die Komplexitdt des Sachverhalts fir Schuler(innen) mit deren
mathematischen Wissen und Kénnen vereinbar sein muss.



4. Schlussbemerkung

Solche realitatsbezogenen Beispiele, wie hier vorgestellt, sind m.E. durchaus geeignet, um das
Modellieren und die Téatigkeit des Modellbildens Schiler(inne)n interessant zu prasentieren
und schmackhaft zu machen. Dies bestatigen auch die Auswertungen von Schillerumfragen
im Rahmen von Modellierungstagen (vgl. Siller, 2009; Siller, 2010). Viele der
Schiler(innen), welche an solchen Projekttagen teilgenommen haben, konnten eine (véllig)
neue Facette der Mathematik entdecken und kennenlernen. Die Motivation fiur das
Unterrichtsfach Mathematik konnte dadurch nachhaltig gesteigert werden.

Wer sich fiir die Thematik des StraRenbaus bzw. der Verkehrsplanung im Unterricht
interessiert, der findet sicherlich auch in der Publikationen von Bder (2008) oder der
Diplomarbeit von Stadler (2009) aber auch in den ISTRON- und MUED-Materialien eine
Vielzahl an interessanten Vorschldgen, um die man die vorgeschlagene Thematik erganzen
konnte.
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